Узагальнення теореми Кнезера про нулі розв'язків рівняння y"+p(t)y=0 by Слюсарчук, В.Ю.
УДК 517.91
В. Ю. Слюсарчук (Нац. ун-т водн. госп-ва та природокористування, Рiвне)
УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМИ КНЕЗЕРА
ПРО НУЛI РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯННЯ y′′ + p(t)y = 0
We obtain conditions of the oscillation of solutions of the equation y′′ +p(t)Ay = 0 in the Banach space,
where A is a bounded linear operator and p : R+ −→ R+ is a continuous function.
Получены условия осцилляции решений уравнения y′′+p(t)Ay = 0 в банаховом пространстве, где
A — ограниченный линейный оператор и p : R+ −→ R+ — непрерывная функция.
У теорiї диференцiальних рiвнянь важливе значення має встановлена Кнезером
теорема.
Теорема 1 [1, 2]. Якщо в рiвняннi
y′′ + p(t)y = 0 (1)
коефiцiєнт p(t) задовольняє умову
0 < p(t) ≤ 1
4t2
, t ≥ t0 > 0,
то його ненульовий розв’язок не може мати нескiнченне число нулiв в iнтервалi
(t0,+∞). Якщо
p(t) >
1 + α
4t2
, α > 0, t ≥ t1 > 0,
то кожний ненульовий розв’язок має нескiнченну множину нулiв в iнтервалi (t1,+∞).
Хiлл [3] i Ф. Хартман [4] звернули увагу на те, що теорема Кнезера зберiгається,
якщо в цiй теоремi функцiї
p1(t, 0) =
1
4t2
i p1(t, α) =
1 + α
4t2
замiнити вiдповiдно функцiями pn(t, 0) i pn(t, α), n ≥ 2, де
pn(t, α) =
1
t2
(
1
4
+ pn−1(ln t, α)
)
, n ≥ 2
(див. також [5, 6]).
Автором статтi було показано, що перша частина твердження теореми Кнезера
зберiгається, якщо функцiю p1(t, 0) замiнити функцiєю K(t), що є сумою функцiо-
нального ряду
1
4(e− 1 + t)2 +
1
4(e− 1 + t)2(e− 1 + ln(e− 1 + t))2 + . . .
. . .+
1
4e2n(Qn−1(t))2
+ . . . ,
де
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Qk(t) =
k∏
n=0
vn(t)
i
v0(t) =
e− 1 + t
e
,
vn(t) =
e− 1 + ln(evn−1(t))
e
, n ≥ 1.
Теорема 2 [7]. Якщо в рiвняннi (1) коефiцiєнт p(t) задовольняє умову
0 < p(t) ≤ K(t), t ≥ t0 ≥ 1, (2)
то його ненульовий розв’язок не може мати нескiнченне число нулiв в iнтервалi
(t0,+∞). Якщо для деякого n ∈ N
lim
t→+∞
(p(t)−K(t))(Qn(t))2 > 0, (3)
то кожний ненульовий розв’язок рiвняння (1) має нескiнченну множину нулiв в
кожному iнтервалi (t1,+∞) (t1 — досить велике додатне число).
Зазначимо, що для кожного цiлого n ≥ 0 справджується спiввiдношенняK(t) >
> pn(t, 0) для всiх досить великих t.
Метою цiєї статтi є узагальнення теореми 2 на випадок диференцiального рiв-
няння
d2y
dt2
+ p(t)Ay = 0, t ∈ R+, (4)
де A: E −→ E — обмежений лiнiйний оператор (E — дiйсний банахiв простiр) i
p : R+ −→ R+ — неперервна функцiя (R+ = [0,+∞)).
Нехай E1 — пiдпростiр банахового простору E, ковимiрнiсть codimE1 якого
дорiвнює 1. Позначимо через ϕ ненульовий лiнiйний функцiонал на E, ядро Kerϕ
якого збiгається з E1.
Означення 1. Розв’язок x(t) рiвняння (4) називається осцилюючим (колив-
ним) вiдносно E1, якщо для кожного числа a > 0 iснують такi числа t1, t2 ∈
∈ (a,+∞), що
ϕ(x(t1))ϕ(x(t2)) < 0.
Означення 2. Розв’язок x(t) рiвняння (4) називається осцилюючим вiдносно
E1, якщо
{x(t) ∈ E: t > a} \ E1 6= ∅
i
{t: x(t) ∈ E1, t > a} 6= ∅
для кожного числа a > 0.
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Очевидно, що означення 1 i 2 не рiвносильнi.
Зазначимо, що осциляцiя вiдносно E1 розв’язкiв рiзних класiв еволюцiйних
рiвнянь дослiджувалась у роботах [8 – 15].
Розглянемо множини
E2 =
{
x ∈ E: ϕ(x) < 0},
E3 =
{
x ∈ E: ϕ(x) > 0}.
Теорема 3. Нехай AEk ⊂ Ek, k = 2, 3.
Якщо для всiх x ∈ E3
ϕ(Ax) ≤ ϕ(x) (5)
i в рiвняннi (4) коефiцiєнт p(t) задовольняє умову
0 < p(t) ≤ K(t), t ≥ t0 ≥ 1,
то кожний розв’язок цього рiвняння не є осцилюючим у сенсi означення 2.
Якщо для всiх x ∈ E3
ϕ(Ax) ≥ ϕ(x) (6)
i для деякого натурального числа n
lim
t→+∞
(
p(t)−K(t))(Qn(t))2 > 0,
то кожний розв’язок y(t) рiвняння (4), для якого
ϕ(y(t)) 6≡ 0,
є осцилюючим у сенсi означення 1.
Доведення. Розглянемо диференцiальне рiвняння
d2y
dt2
+ p(t)y = 0, t ∈ R+, (7)
розв’язками якого є векторнi функцiї зi значеннями в банаховому просторi E.
Нехай y1 i y2 — довiльнi розв’язки вiдповiдно рiвнянь (4) i (7), для яких
ϕ(yk(t)) 6≡ 0, k = 1, 2. (8)
Тодi
d2ϕ(y1(t))
dt2
+ p(t)ϕ(Ay1(t)) ≡ 0 (9)
i
d2ϕ(y2(t))
dt2
+ p(t)ϕ(y2(t)) ≡ 0. (10)
Оскiльки ϕ(y2(t)) 6≡ 0, то на пiдставi теореми 2 iснує таке число T > 0, що
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ϕ(y2(t)) 6= 0 для всiх t ≥ T.
Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що
ϕ(y2(t)) > 0 для всiх t ≥ T. (11)
Припустимо, що функцiя ϕ(y1(t)) є осцилюючою. Тодi для деяких точок t1,
t2 ∈ [T,+∞), t1 < t2,
ϕ
(
y1(t1)
)
= ϕ
(
y1(t2)
)
= 0 (12)
i
ϕ(y1(t)) 6= 0 для всiх t ∈ (t1, t2). (13)
Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що
ϕ(y1(t)) > 0 для всiх t ∈ (t1, t2).
Також
ϕ(Ay1(t)) > 0 для всiх t ∈ (t1, t2) (14)
i
ϕ(Ay1(t1)) = ϕ(Ay1(t2)) = 0. (15)
Тут враховано спiввiдношення AEk ⊂ Ek, k = 2, 3. Тому завдяки (9) функцiя
ϕ(y1(t)) є вгнутою на вiдрiзку [t1, t2] [16]. Звiдси та з неперервної диференцiйов-
ностi функцiї ϕ(y1(t)) на [t1, t2] випливає, що iснують такi числа α1 > 0 i α2 < 0,
що
ϕ(y1(t)) = α1(t− t1) + o(t− t1) при t→ t1 + 0 (16)
i
ϕ(y1(t)) = α2(t2 − t) + o(t2 − t) при t→ t2 − 0. (17)
Iз спiввiдношень (14), (15) та неперервної диференцiйовностi функцiї ϕ(Ay1(t)) на
[t1, t2] випливає, що для деяких чисел β1 ≥ 0 i β2 ≤ 0
ϕ(Ay1(t)) = β1(t− t1) + o(t− t1) при t→ t1 + 0
i
ϕ(Ay1(t)) = β2(t2 − t) + o(t2 − t) при t→ t2 − 0.
Тому
lim
t→t1+0
ϕ(Ay1(t))
ϕ(y1(t))
=
β1
α1
,
ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2007, т. 59, № 4
УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМИ КНЕЗЕРА ПРО НУЛI РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯННЯ ... 575
lim
t→t2−0
ϕ(Ay1(t))
ϕ(y1(t))
=
β2
α2
i на пiдставi (16) i (17) функцiя
p1(t) =

ϕ(Ay1(t))
ϕ(y1(t))
, якщо t ∈ (t1, t2),
β1
α1
, якщо t = t1,
β2
α2
, якщо t = t2,
є неперервною на вiдрiзку [t1, t2]. Звiдси та з тотожностi (9) випливає, що функцiя
ϕ(y1(t)) є розв’язком рiвняння
d2x
dt2
+ p1(t)x = 0
на промiжку [t1, t2]. Завдяки (5)
p1(t) ≤ p(t) для всiх t ∈ [t1, t2].
Тому за теоремою Штурма про розподiл нулiв [17] функцiя ϕ(y2(t)) має хоча б
один нуль на [t1, t2], що суперечить (11).
Отже, припущення про виконання спiввiдношень (12) i (13) є хибним, i першу
частину твердження теореми обґрунтовано.
Обґрунтуємо другу частину твердження теореми.
Нехай y1 i y2 — довiльнi розв’язки вiдповiдно рiвнянь (4) i (7), для яких справ-
джуються спiввiдношення (9), (10) i (8). Тодi за теоремою 2 функцiя ϕ(y2(t)) є
осцилюючим розв’язком рiвняння
d2z
dt2
+ p1(t)z = 0. (18)
Припустимо, що для деякого T > 0
ϕ(y1(t)) 6= 0 для всiх t ≥ T. (19)
Тодi завдяки (9)
d2ϕ(y1(t))
dt2
+ p2(t)ϕ(y1(t)) = 0 для всiх t ≥ T,
де
p2(t) = p(t)
ϕ(Ay1(t))
ϕ(y1(t))
.
Оскiльки завдяки (6)
p2(t) ≥ p(t) для всiх t ≥ T,
то на пiдставi теореми Штурма про розподiл нулiв та осциляцiї розв’язку ϕ(y2(t))
рiвняння (18) функцiя ϕ(y1(t)) також є осцилюючою, що суперечить (19).
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Отже, другу частину твердження теореми також обґрунтовано.
Теорему 3 доведено.
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